LOGARITHME I

1. La fonction réciproque de la fonction exponentielle

On a vu que :

o La fonction exponentielle est continue et strictement croissante sur R .

e Deplus: lim e*=0 et lim e =+4oc0.
T——00 r—+00

Autrement dit, grace au théoréme des valeurs intermédiaires généralisé, pour tout
réel a €]0; 4+oo[ il existe un unique réel b € R tels que a = e’ .

On envisage alors sa fonction réciproque , fonction qui a toute image a par la
fonction exponentielle associe son antécédent b .

Ainsi : Cette fonction est définie sur |0 ; +oo]
Elle permet de résoudre des équations du type : e = 3

exrp —

Définition La fonction, définie sur |0; +oo[, qui & x associe In(x) est appelée fonction
logarithme népérien :

In :]0; +00[— R
x +— In(z)

o Elle est définie sur |0 ; +oo]

e Pour tout =z de ]0; +oo[, In z est 'unique antécédent de = par la fonction
exp.

Propriété 1.

o Pour tout réel = >0 et tout réel y :
e Pour tout x de ]0; +oo[, €"? =uz.
o Pour tout réel z, In(e*)=uz.

her=y&sr=eY

Corollaire.
° ln(]_) = 0
e In(e) =1

Symétrie de deux représentations graphiques

Deux fonction réciproques sont symétriques par rapport a la premiere bissectrice
(droite d’équation y = z ) dans un repére orthonormé.

Les représentations graphiques des fonctions In et exp sont donc symétriques.

y = exp(x)
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2. Propriétés algébriques

Théoréme 2.

Pour tous réels x,y > 0 et tout entier relatif n € Z, on a :
1
® In(zy) =In(z) +In(y) @ In (—) = —1In(y)

Yy
® In (5) = In(z) — In(y)

@ In(z") = nln(z)
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3. Etude de la fonction logarithme népérien

3.1. Variations

Théoréme 3.

In est continue et dérivable sur ]0; 4+o0] :

1
In’(z) = — > 0 pour tout = > 0
%

De plus : ilg%ln(:t) = —00; mllﬂloo In(x) = +o0.
z || 0 +o00
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Propriété 4.

® Poura>0etb>0,0ona:ln(a) =Inb) < a=>
et In(a) < In(b) & a < b.

@ In(z)>0ez>letln(z) <0 0<z< 1.

3.2. Représentation graphique
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Equation de la tangente la courbe au point d’abscisse e :

T:y=fle)lzx—e)+fle), fle)=Ine)=1 f'(e)=(In) (e)

1
T:y:—(z—e)+1:£_f+1 T:y:f,
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Théoréme 6. ~
Théoreme des croissances comparées.
On a pour tout n € N*|
1 1
® im 2@ _y @ m 2@ _,
r—+o00 I z—+oo "
® limzrn(z)=0 @ lim 2" In(z) =0
z—0 x—0
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4. Fonction composée Inu

Théoreme 7.

u est une fonction dérivable et strictement positive sur un intervalle I. Alors la
fonction Inw :  — In(u(z)) est une fonction dérivable sur I et pour tout x de I,

i Y@
(' (@) = 275

5. Logarithme décimal

Définition Pour tout réel x strictement positif on note log(z) le logarithme

décimal défini par : | log(x) =

Propriété 8.

o Pour tout entier relatif n, log (10™) =n |

e Pour tout réel x strictement  positif et pour tout réel
Y ‘ 1og(3:):y<:>3::109‘.




