PRODUIT SCALAIRE DANS L’ESPACE I

1. Les différentes expressions du produit scalaire

1.1. Définitions

Définition 1.

Soient deux vecteurs ¥ et ¥ de I’espace et trois points A, B et C' de I’espace tels que
@ =AB et ¥ = AC.

Il existe au moins un plan P contenant les points A, B et C.
Le produit scalaire des vecteurs U et 7, noté - 7, est le produit scalaire 1@ . 1@ calculé
dans le plan P.

Remarque 1. Le produit scalaire ne dépend pas des représentants, il ne dépend que des vec-
teurs : il peut se calculer avec les normes des vecteurs.

Définition 2.

Le produit scalaire des vecteurs U et U est le nombre réel :

7% = 5 (I + TP - 11T - ).

Dot AB - AC = £ (AB® + AC* - BC?)

W - se lit « W scalaire ¥ ».

Remarque 2. Si l'un des vecteurs est nul, le produit scalaire est nul.

Définition 3.

On appelle carré scalaire du vecteur @ le nombre -, noté w2 : - = w2 = |4 ||>.

U U=0s=U=0

Remarque 3. Si A et B sont deuz points quelconques, 1@2 = ||1@||2 = AB2.

1.2. Autres expressions du produit scalaire de deux vecteurs non nuls

Avec le cosinus

Définition 4.

si 7, o sont deux vecteurs non nuls, soit A un point de 'espace et B, C' les points définis
par72B77:ﬁ7ona:
@ -T =AB-AC = AB x AC x cos(BAC) = || || x || ¥|| x cos(W; ¥).

Indépendance des représentants car conservation des angles par translation

Vecteurs orthogonaux : Dans l'espace, dire que deux vecteurs non nuls U et U sont
orthogonaux signifie que si 7 = AB et ¥ = @7 alors les droites (AB) et (C'D) sont ortho-
gonales. Par convention : le vecteur nul est orthogonal a tout autre vecteur.

Lorsque deux vecteurs U et ¥ sont orthogonaux on note LY.

Propriété 1.

Les vecteurs o et ¥ sont orthogonaux si et seulement si U - Vest nul.
Soit : 7~7:0équivaut€17:ﬁou7:ﬁou (u; ) = g

Vecteurs colinéaires : expression simplifiée du produit scalaire
Convention : Le vecteur nul est colinéaire a tout vecteur.

Propriété 2.

Soient ¥ et ¥ deux vecteurs colinéaires.

« Siles vecteurs @ et ¥ sont non nuls et de méme sens, alorsona: -7 = || || x||7]|.
o Si les vecteurs @ et ¥ sont non nuls et sens contraire, alors on a : : =
=12l x [|7]].

Avec le projeté orthogonal

Définition 5.

Projeté d’un point sur un plan. Soient dans ’espace
e un plan P,
e un point M,
e la droite § passant par le point M et perpendiculaire au plan P,
o le point M’ intersection du plan P et de la droite 6.
Le point M’ est appelé le projeté orthogonal du point M sur le plan P.

Remarque : de tous les points du plan P, le point M’ est alors le plus proche de M (penser
au théoréme de Pythagore).
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Définition 6.

Projeté d’un point sur une droite. Soient dans ’espace
e une droite D,
e un point M,
e le plan P passant par le point M et perpendiculaire a la droite D,
o le point M’ intersection du plan P et de la droite D.
Le point M’ est appelé le projeté orthogonal du point M sur la droite D.

Remarque : de tous les points de la droite D, le point M’ est alors le plus proche de M

g L4

Exemple 1. ABCDEFGH est un cube. Déterminer le projeté orthogonal du point A sur la
droite (HC).

Propriété 3.
- o
Soit W, ¥ deux vecteurs (U # 0 ), soit
A un point de 'espace et B, C' les points dé- /ﬁ H
ﬁnisparﬁzﬁ,7:@,ennotan‘c[—[le B.” !
projeté orthogonal de B sur (AC). Alors : P !
@7 =AB.AC = AH - AC.
Pour U vecteur directeur unitaire (norme 1) El A
de (AC) : AB - W = +AH.
%

Remarque 4. Intérét :
. Sizﬁ etﬁ ont méme sens, B-R:AHXAC
o Si zﬁ et zﬁ sont de sens contraire, zﬁ . R =—AH x AC

2. Expression analytique du produit scalaire

L’espace est muni d’un repére orthonormal.

Théoreme 4.

= =3
Dans une base orthonormale (¢, 5, k),

7%
J
si W(z;y;2) et U(a';y's2") alors W - U = za’ + yy' + 22

Exemple 2. Dans un cube ABCDEFGH |, les droites (EC) et (BG) sont-elles orthogonales ?
perpendiculaires ¢

Propriété 5.

- = >
Dans une base orthonormale (¢, 5, k),

si W (z;y; 2) alors : ||| = \/m

3. Propriétés du produit scalaire

Théoréme 6.

Pour tous vecteurs 7, T et W et tout réel A, on a les propriétés de
. Symétrie:ﬁ-?z?-ﬁ
o Homogénéité : AW)- ¥ =N - 7)) =4 - (A7)
e Bilinéarité : (¥ +0) =" -V +0 - Vet - (V+8)="-V+« 0.

Preuve. La symétrie est évidente, [’homogénéité, la bilinéarité se prouvent en écrivant chaque
membre en coordonnées cartésiennes.



Egalités remarquables :

(W + ) 12+ 7N +2d -V
(W -7)° = |[XIP+IVI*-27 -V
(7 +7) (« - 7) I2)* - |7

On en déduit une nouvelle définition du produit scalaire :

( Définition 7. } .

-7 = 2 (12 + 2P - 1212 - 171?).

. J

( Propriété 7. } §

- = =
Si dans une base orthonormale (7, j, k),
N —
U=z +yj +zk équivaut Az = - 4

. J

4. Orthogonalité dans 1’espace

4.1. Droites orthogonales, droite et plan orthogonaux.

Propriété 8.

Deux droites sont orthogonales si et seulement si un vecteur directeur de 'une est ortho-
gonal a un vecteur directeur de I'autre.

Avee W (z;y;2) et T (a'sy's2'),

‘7J_7 = U V=0 zr' +yy' +22' =0

( Définition 8. } §

Dire que deux plans sont perpendiculaires signifie que 'un contient une droite ortho-
gonale a l'autre.

\ J

( Propriété 9. } N

Une droite D de vecteur directeur ¥ et un plan P sont orthogonaux si et seulement s’il
existe deux vecteurs 7’ et 7 non colinéaires du plan P tels que

U7 =0et -7 =0.
g J

( Propriété 10. } .

Une droite est orthogonale a toute droite d’un plan si et seulement si elle est orthogonale
a deux droites sécantes de ce plan.

\ J

Preuve explicitement au programme...

Remarque 5. Si une droite est orthogonale a un plan alors elle est orthogonale a toutes les
droites de ce plan.

Par contraposée, si une droite d’un plan P n’est pas orthogonale d une droite D alors D n’est
pas orthogonale a P.

4.2. Vecteur normal a un plan et plans perpendiculaires.
Définition 9.

3t

o R
Un vecteur normal 7 # 0 d’'un plan P est
un vecteur orthogonal & deux vecteurs non co-

linéaires du plan. S
Par bilinéarité du produit scalaire, 7 est ortho- /

gonal a tous les vecteurs du plan. 2

Exemple 3. ABCDEFGH est un cube.
Démontrer que zﬁ est un vecteur normal au plan (BDE).

Propriété 11.

Soient deux plans P et P’, @ et 7’ des vecteurs normaux respectifs a P et P’.
Les plans P et P’ sont perpendiculaires lorsque 7 et 7’ sont orthogonaux.

Découle de la définition de deuz plans perpendiculaires.

4.3. Equation cartésienne de plan

Théoréeme 12.

Soit le plan P passant par le point A et de vecteur normal 7 et soit un point M de
I'espace.

‘MEP e AM- -7 =0

__( Théore 13.}
éoreme ~

Dans un repére orthonormé,
(1) Un plan P de vecteur normal 7(a;b;c) a une équation de la forme
ar+by+cz+d=0.

(2) Réciproquement, a, b, c et d étant quatre réels avec (a;b;c) # (0;0;0), Pensemble
des points M (x;y;z) tels que ax + by + ¢z + d = 0 est un plan de vecteur normal
fi(a; b; c).

- J

(Explicitement au programme.)

Exemple 4. Donner un vecteur normal a P :y+ z = 0.

Méthode 1. Déterminer une équation d’un plan & partir d’un point et d’un vecteur normal



Exemple 5. Déterminer l’équation du plan P’ de vecteur mormal 7(2;—1;0) passant par
K(1;1;1).

Méthode 2. Criteres d’orthogonalité et de parallélisme

Deuz plans sont perpendiculaires si et seulement s’ils ont des vecteurs normaux orthogonauzx.
Deuz plans sont paralléles si et seulement s’ils ont des vecteurs normaux colinéaires.

Deuz droites sont orthogonales si et seulement si elles ont des vecteurs directeurs orthogonauz.
Deuz droites sont paralléles si et seulement si elles ont des vecteurs directeurs colinéaires.
Une droite et un plan sont orthogonaux si et seulement si un vecteur directeur de la droite et
un vecteur normal du plan sont colinéaires.

Une droite et un plan sont paralléles si et seulement si un vecteur directeur de la droite et un
vecteur normal du plan sont orthogonaux.

Exemple 6. @ Représentation paramétrique de la perpendiculaire a P : y + z = 0 conte-
nant K(1;1;1) 2
® Egquation cartésienne du plan P" paralléle 4 P’ : x — 2y + z = 0 passant par A(1;0;0) ?
® Equation cartésienne du plan P"" perpendiculaire o P et P" passant par A(1;0;0) ?
® Equation cartésienne du plan médiateur de [AB] : A(1;2;3) et B(—1;0;—1) 2
(propositions du programme) :
@ Etudier lintersection de trois plans.

©) Perpendiculaire commune d deux droites non coplanaires.




