EXPONENTIELLE COMPLEXE I

1. Forme exponentielle d’un nombre complexe

1.1. La formule d’Euler

Notation
Le nombre cos@ + isin @ est noté '’ donc tout nombre complexe peut s’écrire sous la forme

exponentielle | z = re'? |

L’égalité suivante est appelée la formule d’Euler :

‘ ¢! = cosf +isinf ‘
Exemples :
e Siz=23ialors |z] =3 et arg(z) = 3 donc z = 3€'%.
. 4ei%:4(cos%+isin%):4(§+%i>:2\/§—|—21.
e Siz=1-+/3ialors |2| =2 et arg(z) = —% donc z = 2e715
e e0=1¢e"=—1e¢t % =1

1.2. Calculs avec les formes exponentielles

La forme exponentielle des nombres complexes se manipule de la méme fagon que la fonction
exponentielle (on utilisera donc les propriétés des puissances).

Propriété 1.
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o 3e'35.2¢'7 = 6e'T2, de plus, comme €'5 = 1 + V3 ot ol = % —|—z§
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alors on obtient '8 = %(1 —V3+i(14++/3))
donc cos(1Z) = %(1 —V/3) et sin(7%) = L2(1+V3).
o Résoudre équation 2% = 4i.
Résolution : ‘
Posons z = re'?, alors,

22 = 4i  SSI  r2e?® — 4¢i%  SSI r2:4et29:g—|—2k7r SSI r =2et =

%-I—kﬂ'.

L’équation a donc deux solutions : z; = 2e'T = V2++V2iet 21 = 2ei%r = —/2 — V/2i.

2. Formules d’Euler et de Moivre

2.1. Formules d’Euler

La formule d’Euler vue plus haut permet une interprétation des fonctions sinus et cosinus
que 'on appelle parfois aussi formules d’Euler.

Propriété 2.

Formules d’Euler : pas explicitement au programme mais trés utile.

el 4 o—if ‘ oif —i6
cosf = — sinf =

Application : linéariser (transformation de produits ou de puissances de cosinus et de sinus
en une somme) pour trouver des primitives ...

2.2. Formule de Moivre

Propriété 3.

Formule de Moivre
Soit 0 un réel

‘ (cos 4 isin )™ = cos(nd) + isin(nd) ‘

quelconque et n un entier naturel. Alors

(Preuve immédiate).

Remarque 1. Ceci s'écrit aussi (el?)" = &%)
e En déduire les formules d’addition et de duplication de la trigonométrie.
e Appliquer la formule avec n = 3.



