GEOMETRIE DANS L'ESPACE I

1. Vecteurs

1.1. Extension de la notion de vecteur a 1’espace

On étend a l'espace la notion de vecteur définie dans le plan, ainsi que les opérations et
propriétés associées vues en seconde et en premiere, d’égalité de deux vecteurs, de multiplica-
tion par un réel, de somme de deux vecteurs, de relation de Chasles, de vecteur directeur d’'une
droite. On rappelle :

e Dans 'espace, pour tout point A et tout vecteur 7, il existe un unique point B tel que
AB=".

e A, B, C et D étant quatre points de l'espace, on a Aﬁ = @ si et seulement si ABDC
est un parallélogramme.

o La notion de colinéarité reste valable dans I’espace c’est-a-dire que deux vecteurs non
nuls ¥ et ¥ sont colinéaires si et seulement si il existe un réel k tel que u = k77 et
tout vecteur est colinéaire au vecteur nul.

Propriété 1.

Soient A et B deux points distincts de I’espace.
La droite (AB) est I’ensemble des points M de ’espace tels qu’il existe un réel k vérifiant
AM = kAB.
Rappel : on dit que le vecteur Aﬁ est un vecteur directeur de la droite (AB).

1.2. Vecteurs coplanaires

( Propriété 2. } N
Caractérisation d’un plan
Soient dans ’espace, un point A et deux vecteurs U et ¥ non colinéaires.
L’ensemble des points M de ’espace tels que 'on a AM = U+ y? ou x et y sont des
réels, est le plan (ABC), tel que zﬁ =7 et ﬁ =7.
N J

( Propriété 3. } N

Soit A, B, C' et D quatre points de I'espace. S’il existe trois réels non tous nuls a, 5 et
tels que azﬁ + Bﬁ +~A

= 0 alors les quatre points A, B, C' et D sont coplanaires.

—( _Définition 1. ) .

Dire que trois vecteurs 7, T et W sont coplanaires signifie que les points A, B, C et
D de l’espace qui vérifient U = 1@7 v = ﬁ et W = zﬁ appartiennent au méme plan.
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Propriété 4.

Trois vecteurs 7, o et W sont coplanaires si et seulement s’il existe trois réels non tous

nuls a, 8 et v tels que : N
QU +BV+4d =0

G

Propriété 5.

Trois vecteurs 7, T et W sont coplanaires
si et seulement si

deux d’entre eux sont colinéaires ou §’il existe deux réels a et b tels que W=ad +b7.

\

___( Définition 2. }

On dit alors que U etV dirigent le plan (ABC) ou qu’ils forment un couple de vecteurs
directeurs du plan (ABC).

N

( Propriété 6. }

A\

Utilisation : Droite paralléle & un plan
Soient A, B, C trois points non alignés et FE et F' deux points distincts. La droite (EF’) est

parallele au plan (ABC) si et seulement si les vecteurs ﬁ , 1@ et ﬁ sont coplanaires. Il
existe deux réels x et y tels que EF= x zﬁ +y ﬁ

~

Propriété 7.

Si deux plans sont dirigés par un méme couple de vecteurs, alors ils sont paralléles.




2. Géométrie analytique dans ’espace

2.1. Repérage dans 1’espace

Définition 3.

— —
Un repere de l'espace est la donnée d’un point origine O et de trois vecteurs 1 , ? et k

. g R \ N
non coplanaires. On note alors (O; ¢ ; j; k) ce repere. Les repéres peuvent étre quelconques,
orthogonaux, orthonormauz.

Propriété 8.

e

Soit un repeére (O; 4 ;?; k) de l’espace.
Pour tout point M, il existe un unique triplet (z;y; z) deréels telsque OM =x ¢ +y j +z k.
Pour tout vecteur 7, il existe un unique triplet (z; y; z) de réels tels que V=xi +yj+zk.

Définition 4.

Ce triplet (x;y; 2) est alors appelé coordonnées, = ’abscisse, y I’ordonnée et z la cote
du point M (resp. du vecteur 7) dans ce repere.
%

On note alors M (z;y;z) d’une part, 7(:c;y; z) ou 7 | y | dautre part.
z
Application :
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Exemple 1. Placer P(1;2;3). Déterminer les coordonnées de M sachant que zy = 3 et

celles de N sachant que xny = 0. Déterminer les coordonnées de @ tel que PQN M soit un
parallélogramme.

M
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Y.

(_ Théoréme 9. }
Dans l’espace, soient un repere (O; i ; j

et C(zc;yc;zc), alors
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Exemple 2. Montrer que les segments qui joignent les milieux
des arétes opposées d’un tétraedre sont concourants en leur milieu. D

2.2. Droites de ’espace
221 Exercice

Exemple 3. Soient A(2;3;1), B(5; —2;3) et C(—4;13; 2) trois points du plan ou de 'espace.
Trouver la valeur de z telle que A, B et C soient alignés

22 Représentation paramétrique

Définition 5.

\

Systeme d’équations paramétriques d’une droite
—
Si ’espace est muni d’un repeére (077,77 k), et M(x;y;z), alors M appartient & une

droite passant par A de vecteur directeur u si et seulement si

xr = xa + txg
y = ya + tyg ou t est un parametre réel.
z = za + tzg

Ceci constitue un systéme d’équations paramétriques de la droite d(A, i)
- J
Application

Soient le point A(1; —4;3) et le vecteur o (5; 1; —2).

Alors la droite (d) passant par A et de vecteur directeur U admet pour représentation
paramétrique :

r =1+5t
y =-—-4+4t
z =3-2t

c’est-a-dire qu’un point M(x;y; z) appartient a cette droite si et seulement si ses coordonnées
(z;y; 2) vérifient ce systéme d’équations.

. -_—
Remarque 1. Le segment [AB] est ’ensemble des points M tels que AM = tz@ avec
t € [0;1].
Exemple 4. ® Dans le cube ABCDEFHH, on consideére le repére (A; B; E; zﬁ) Dé-

terminer un systéme d’équations paramétrique de (BH), puis de la paralléle d & (BH)
passant par G.

r = -3
® Trouver deux points et un vecteur directeur de d : y = 442t .
z = —t

® Dire si A(—3;6; —1) et B(—3; —4;3) appartiennent & la droite d précédemment définie.
@ Position relative de d et (MN) ot M(3;0;3) et N(0;3;1)?

2.3. Plans de ’espace

231 Exercice

Exemple 5. ® Les points A(0;—1;0), B(—2;-3;2), C(4;—1;-7) et D(0; —5;—3)
appartiennent-ils & un méme plan ?
Méme question avec D(0; —5; —4).

232 Systéme d’équations paramétriques d’un plan.

Définition 6.

\

Systeme d’équations paramétriques d’un plan
%
Si I’espace est muni d’un repére (O7 ?, 7>7 k >7 et M(x;y;z), alors M appartient au plan

passant par A de vecteurs directeurs i et ¥ si et seulement si

r = xa4a + tixzg + taxy
y = ya + tiyg + toys ou t1 et to sont des parametres réels.
z = za 4+ tizg + tozg

Ceci constitue une systéme d’équations paramétriques du plan P(A, i, ¥)
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