CALCUL INTEGRAL : PARTIE 3 I

Le plan est muni d’un repere orthogonal (O; zj ;)

1. Notion d’intégrale

1.1. Rappel

Soit f une fonction continue et positive sur un intervalle [a;b] et F' une primitive de f
sur [a;b] . Alors :

b
/ f(z)dx = F(b) — F(a)

Démonstration

La fonction G(z) = f: f(t)dt est une primitive de f sur [a;b].
Donc il existe un réel k tel que G(z) = F(x) + k. Or, G(a) = 0 donc k = —F(a) puis :
[7 f(tydt = G(b) = F(b) + k = F(b) — F(a)

1.2. Définition

Définition 1.

Soit f une fonction continue et de signe quelconque sur un intervalle I et a et b deux réels
quelconques de 1.
L’intégrale de a & b de f est le nombre F(b) — F'(a) ot F est une primitive de f sur [a; b].
On écrit :
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1.3. Propriétés immédiates

Propriété 1.
~(Lrowicié 1) \

Soit fune fonction continue sur un intervalle I, a, b deux réels de I.

. /:f(x)dx:()

. /baf(x)dx - —/bf(x)dx
L o

2. Propriétés des intégrales

2.1. Relation de Chasles.

Propriété 2.

Soit f une fonction continue sur un intervalle I, et a,b,c € I :
b c c a b
/ f(z)dz —|—/ fz)dz = / f(z)dx  On retrouve : / f(z)dx = —/ f(z)dz
a b a b a

Preuve. Lorsque a < b < c il s’agit de ’'additivité des aires :

AP ¢
/ f(z)dz / fx)da
a b

A

>
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a b c

La relation de Chasles permet également d’étendre la notion d’intégrale aux fonctions « conti-
nues par morceaux » :
3
Exemple 1. / E(@)dr = o
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2.2. Linéarité

Propriété 3.

D

~

Soit f et g deux fonctions continues sur un intervalle I, a,b et ¢ trois réels de I et o et 3
deux réels quelconques.

. /ab af(z)ds = oz/abf(m)dm

: / " (f(&) + o)) de = / ’ flayde + / ' (@)

: / ’ (af(@) + Bg(@)) do = o /  fa)dn + B / (@)
L ! ! y




Illustration graphique :
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2.3. Valeur moyenne

Illustration graphique dans

Définition 2. le cas ou f est positive

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a; b]
(a < b)
La valeur moyenne de f sur [a;b] est le nombre m
défini par :

1 b
m = b—a/ f(x)dz

Propriété 4.

Soient f et g continues sur un intervalle I et a,b € I avec a<b. Alors :

b
1. si f(x) = 0 pour tout x € I alors / f(x)dz > 0.

b b
2. si f(z) < g(z) pour tout = € [a;b], alors / flz)dz < / g(z)dzx.

b
3. sim < f(z) < M pour tout = € [a;b], alors m(b — a) < / f(x)dx < M(b— a).

- /

Preuve. Le premier point est une propriété des aires, le second découle de la linéarité de
I'intégrale et le dernier est une application du second au cas o 'un des membres est constant.

3. Calcul d’aires

3.1. Fonction négative

Propriété 5.

b
si f(z) < 0 sur [a;b], on pose / flz)dz =
b a

— —f(z)dz : intégrale correspond alors & ’opposé

a
de l'aire au dessus de la courbe.

3.2. Fonction de signe quelconque

Propriété 6.

fab f(x)dx correspond & laire délimitée par l'axe des abscisses, les droites d’équations
x =a et x =b et la courbe Cf, comptée positivement lorsque C est au-dessus de 1'axe des
abscisses et négativement lorsque C est en dessous.

3.3. Aire entre deux courbes

_(_ Théoréme 7. }
éoreme ~

Soient f et g deux fonctions continues sur l'intervalle [a ; b] (donc a < b) telles que sur
cet intervalle on ait : g < f. L’aire du plan limitée par les courbes de f et de g ainsi que les
droites d’équations x = a et x = b est donnée en unités d’aires par :

/ (f(@) - g(a))da.
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34. Calcul de volumes : hors programme

Théoréme 8.

L’espace est muni d'un repere orthomormé
(O;f;j;lg). Soit a et b deux réels tels que a < b. On
considére un solide de l’espace compris entre deux
plans, P, et Py, paralleles au plan (zOy) d’équations
respectives z = a et z = b. Soit S(h) laire de la section
du solide par le plan, Py, parallele & (zOy) d’équation
z = h tel que a < z < b alors le volume du solide (en

b
unités de volume) est donné par : V = / S(h)dh.
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